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Abstract: In this note we investigate the subgroups G(n;c,d) generated of An by (l,2)(c,d)and
(1.2,…,n) when “ｎ”is odd. Without 5 exceptional cases we see that G(n;c,d) coincides with An.
This result can be seen as analogous to the well known fact that the subgroup generated by (l,k)
and (1,2,…,n) coincides with the symmetric group Sn of degree ｎ. It is proved by the fact that
An is generated by (1,2,3) and (1,2,…,n). The exceptional cases are followings :
　　　i ) G(5;3,5) is isomorphic to the dihedral group Dio of order 10.
　　　ii)G(7:3,5), G(7;3,6), G(7:4,7) and G(7;5,7)are isomorphic to the projective linear group
　　　　　L2(7)of degree ２ over the finite field with ７ elements.
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結 果
　ｎを５以上の奇数とする．このとき，長さｎの標準巡回置換(1,2,3,…,ｎ)は偶置換であり，又，
ｃ,dを３≦ｃ＜ｄ≦ｎを満たす整数とするとき，２つの互換の積(l,2)(c,d)は位数２であり偶置換
となる．本論文では, (1,2,3,…,ｎ)と(l,2)(c,d)とで生成されるｎ次の交代群Ａ。の部分群G(n;
c,d)を決定することである．結果は次のようになる．
定理1[1]～[5]の例外を除いて, G(n;c,d)はＡＩに一致する.
　　[1]n ―5,c = 3,d = 5.[2]n = 7,c = 3,d =･5.[3]n = 7,c = 3,d = 6.
　　[4]n = 7,c = 4,d = 7.[5]n = 7,c = 5,d = 7.
　定理１は，次章の準備の後に，最終章で証明される．また，定理１はｎ次対称群Snの生成元に
ついて良く知られている次の事実１の類似の結果と見ることができる．
　事実１　互換（1,k＋1）と(1.2,…,ｎ）とで生成される部分群は，ｋとｎとが互いに素であるとき，
SJこ一致する．　　　　　　　　　　　　，
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一方，定理１め５つの例外の場合は次のようこになるj｡
　定理2 (1)G(5;3,5)は位数10の２面体群Ｄ。に同丿形である=｡
(2)G(7;3,5),G(7;3,6),G(7;4,7),G(7;5,7)はすべて･ツ元体上の２次の射影特殊線形群L.(7)に
同形である．
　定理２の(2)の４つの部分群について以下のことが分かる△ま/ず，次章の補題で，
G(n;c,n･)＝Ｇ(ｎ;3,ｃ＋1)を示すので, G(7:3,5) = G(7;4,7)ト及びy叫ﾌﾟ:3,6)= G(7:5,7)を得る．
さらに，L2(7)の位数２の元の個数が21であり，前者のそれは十　　レ
|(1,2)(3,5),(1,2)(4,7),(3,5)(4,7)|の＜(1,2,･･･,n)>-共役元達か=ら成るこ=ﾚとより，　これら２つ
の部分群が異なることが分かる．　　　　　　　　　し　　　∠
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ａｎについて
　この章では，定理１及び定理２の証明に必要な交代群ん
とめておく．
に関する事実とG(n;c,d)の性質をま
事実２　奇数ｎに対して, (1,2,3)と(1,2,…,ｎ）とで生成ｊﾉれる群はＡＩに一致する．
事実１は，クローシュl）にあるが，この論文においては基本的な役割を果たす．また，以下の２
つの事実は， CoNWAY, Curtis, Norton, Par即R, and Wilson,りから]容易jに分かる１
　事実３　Ａ７の部分群で，その位数が14の倍数であるものが宍柘に丿致しなjければ, La(7)に同形
である．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼　　……=し
事実４　関係式S7＝(S4T)4＝1，(ST)3 ＝T2によらて定義さ:れる群はL2(7)に同形である．
一方. G(n;c,d)については，次の補題が成り立づﾑ=
補題(1) G(n;c,c+l)=G(n;n-c十2,n-c + 3)
　　(2)Ｇ(ｎ;ｃ,ｎ)＝Ｇ(ｎ;3,ｃ＋1)
証明(1)次の式から直ちに分かる.　　　　　　　　　　　　　＼
　　　　　(1,2,…,ｎ)゛1^ｃ・(l,2)(c,c+l)・(1,2･,･..･。ｎ･V(n+:･.!.-c)_･(.･一万1･･,･2)(n。c.･十2,ｎ。＋3)
(2)次の２式から分かる．　　　　　　　　　　　　　　十宍
　　　　　　((l,2)(c,n)・(2,3)(1,Ｃ＋1))2＝(1,2)(3。Ｃ＋1)＼
　　　　　　((l,n)(2,c)・(1,12)(3,Ｃ＋1))2＝(1,2)((j･,ｎ)……:万.･
これらを用いるとｎ≦７のときの, G(n;c,d)を決めることかできる:１
ｎ＝５のとき:G(5;c,d)は次の表の群に同形になる．　　　　　十
(l,2)(c,d)と(1,2,…,ｎ)とで生成される交代群Ａｎの部分群について
３
　実際, G(5;3,4)については, (l,2)(3,4)eGであるからバl,5)(3,4),(l,5)(2,3)eGとなり，
(1,2,3) = (1,2)(2,3) = (1,2)(3,4)・(1,5)(3,4)・(l,5)(2,3)eGを得る．従って，事実２より，
Ｇ＝Ａ５であることが分かる．また，補題の(1)より, G(5;4,5)=A5が分かる.
　G(5;3,5)については, (1,2)(3,5)・(1,2,3,4,5)・(1,2)(3,5) = (1,5,4,3,2)であることから，
　　　　　　G(5;3,5) =](1,2)(3,5),(1,4)(2,3),(2,5)(3,4),(1,3)(4,5),(1,5)(2,4),
　　　　　　　ニ　　(1,2,3,4,5), (1,3,5,2,4),(1,4,2,5,3),(1,5,4,3,2),idl
が分かり, D,o(こ同形となることが容易に分かる．　　　　＼　　　上　　　　犬
　ｎ＝７のとき:G(7;c,d)は次の表の群に同形になる．
　実際, G(7:3,4)については, (l,2)(3,4)eGであるから，
(3,4)(5,6),(l,7)(5,6),(l,7)(2,3)eGとなり, (1,2｡3)＝
(1,2)(2,3) = (1,2)(3,4)･(3,4)(5,6)･(1,7)(5,6)･(1,7)(2,3)
ＥＧを得る．従って，事実２より, G = A7であることが分
かる．また，補題の(1)より, G(7;6,7)=A7が分かる．
へ ４ ５ ６ ７
３ A7 L2(7) L2(7) A7
４ 犬 Ａ７ Ａ７ L2(7)
５ 犬 犬 Ａ７ し(7)
６ 八入 犬 犬 A7
　G(7; 4,5)については, (l,2)(4,5)eGであるから(1,7)(4,5),(1,7)(3,4),(3,4)(6,7),(2,3)(6,7)
ＥＧとなり, (1,2,3) = (1,2)(2,3) = (1,2)(4,5)･(1,7){4,5)・(1,7)(3,4)・(3,4)(6,7)・(2,3)(6,7)
ＥＧを得る．従って，事実２より，Ｇ＝Ａ７であることが分かる．またi補題の(1)より, G(7:5,6)
＝A7が分かる.
　G(7:3,7)については，補題(2)に帰着されるのでG=A7であることが分かる.
　G(7;4,6)のときは, (1,2)(4,6)GGだから, (2,3)(5,7)GGである．,従って，
Ｇ∋(1,2)(4,6)・(2,3)(5,7) = (1,2,3)(4,6)(5,7)から，Ｇ∋((1,2,3)(4,6)(5,7))^ =(1,2,3)を得
るので, G=A7であることが分かる．
　一方, G(7;3,5),G(7;4,7),G(7;3,6),及びG(7;5,7)の場合には,ヽS=(l,2,…,n), T=(l,2)
(c,d)と置けば，関係式S7＝(S4T)4＝1，(ST)3＝T2を満たすことが確かめられる．従って，事
実４により，これら４つの群はL2(7)に同形になる．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　証　　　　明
　前章により，ｎ≧９として良い．証明にあたって√n.c.dを固定したときは, G(n;c,d)をＧで表
すこととする．
　まず, d-c = lの場合を調べる．このとき，補題の(1)により，ｃ≦(ｎ＋1)/2として良い．
　ｃ＝３のとき，従って, d = 4,即ち, (l,2)(3,4)eGのとき，任意のｋに対して
(k,ｋ＋1)(k十2,k＋3)ＥＧとなるので，次の式からＧ＝Ａ。を得る.
　　　　　　(1,2,3) = (1,2)(2,3) = (1,2)(3,4)・(3,4)(5,6) ･････ (n,l)(2,3)
　ｃ＞3のどきは，(1,2)(ｃ,ｃ＋1)ＥＧであるから, (n-(c-3),n-(c-3)+ l)(2,3)eGとなり，
　　　　　　(1,2)(ｃ,ｃ＋1)・(n-(c-3),n-(c-3)十1)(2,3)= (l,2,3)(c,c+l)(n-(c-3),ii-(c-3)+ l)
　　　　　　((1,2,3)(ｃ,ｃ＋1)(ｎ-(ｃ-3),ｎ-(ｃ-3)＋1))4＝(1,2,3)
より，Ｇ＝Ａ。を得る．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｙ
　つぎに，d-ｃ＞1とする．ｃ≠３かつｄ≠ｎの場合は，次の式から分かる．　　　　　づ
　　　　　　‘((1,2)(ｃ,d)・(2,3)(c十1,d＋1))4＝(1,2,3)
　残ったのは，ｃ≠３かつｄ＝ｎの場合とｃ＝３の場合である．補題の(2)により, c = 3の場合のみ
を考えれば良い．①d = 5.②５＜ｄ＜ｎ-１，③d = n-l.④ｄ＝ｎの４つに分けて調べる．
　①ｄ＝５のとき, (l,2)(3,5)eGだから，
４
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(1,2)(3,5)・(2,3)(4,6)・(3,4)(5,7)一才(4,5)(6,8) = (1,2,5)(3,6,8,4,7),
((1,2,5)(3,6,8,4,7))'°= (1,2,5),　　　　　　　　ニ　　j
(1,2)(3,5)・(1,2,5)・(1,2)(3,5) = (1･,3,2)ﾄ　……万･.･　▽
よ･り,G = Anを碍る.　　　　　　　　　　　　　　=…………j]………1万………万･.･　.し
　②5＜d＜ｎ-1のとき, (l,2)(3,d)eGだから, (n,l)(2,d-l),(2,3)(4,d+l)GG.従って
Ｇ∋(n,l)(2･,d-l)・(l,2)(3,d)・(2,3)(4,d + l) = {l,(i-l,2,d,3↓n)(4,d半1)と･なり,･
　　　　　し.Ｇ∋((1,d-1,2,d,3J)(4,d＋1))２＝(１,ﾀﾞ2,3)でd工dし.n)し‥‥‥　　=ト　づ
　　　　　　Ｇ∋((l,2,3)(d-l,d,d + l))'=(l,3,2)(dぺ,n,d)　/
　　　　　　Ｇ∋(2,3)(4,d＋1)・(l,3,2)(d-Ln,d)･(2,3)(4,d + l) = (l･,2,3)(d-l,n,d
　G∋((l,2,3)(d-l,n,d))'=(l,3,2)(d-l,d｡h)………=万万上し｡ﾉ＼　＼し　　∇　　ト
　　　　　　Ｇ∋(l,3,2)(d-l,n,d)・(l,3,2)(d-l,d｡n) = (l,2,ｹ3)
から，Ｇ＝Ａ。を得る。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ニ
?
　③d = n-lのとき, (l,2)(3,n-l)∈/Ｇだから, (2,3)(4,n),ﾆ(n-l,n)(l,n-3)eG.従って
　　　　　　Ｇ∋(2,3)(4,n)・(n-l,n)(l,n-3) = (l,n-3)(2,3)(づ4,n,ﾊﾟｰ1).
　　　　　　Ｇ∋((l,n-3)(2,3)(4,n,n-l))'=(4,n-l,n)　　　ニ　尚
又, (l,2)(3,n-l)・(2,3)(4,n) = (l,2,n-l,3)(4,n)でありﾄ，……………:)………=j　犬　コ
　　　　　　Ｇ∋((l,2,n-l,3)(4,n))= = (l,n-l)(2,3)　j　　，‥‥‥‥　　　‥‥
だから，Ｇ∋(2,n)(3,4)となり，　　　　　　　　　　　し
　　　　　　Ｇ∋(2,n)(3,4)・(4･,n-l,n)・(2,n)(3,4) = (2,3,ぷｎ＼ﾉ……………=　十万　　■■■■■
　　　　　　Ｇ∋(l,n-l)(2,3)・(2,3,n-l)・(l,n-l)(･2,3) = (1↓3,2)士　　∧
となる．これより. G = Anを得る．　　　　　　　　　　　………
　④ｄ＝ｎのとき，ｎ＞９の場合は, (l,2)(3,n)eG∇より, (n-2,n-l)(n,n:-3)亡ﾚＧだから，
　　　　　　Ｇ∋(l,2)(3,n)・(n-2,n-l)(n,n-3) = (l,2)(3,n,n-3)(n-2,り-1)∇
　　　　　　Ｇ∋((l,2)(3,n,n-3)(n-2,n-l))' = (3,n-3,n)　･゜･
又, (4,5)(6.3)eGであるから，
G∋(1,2)(3,ｎ)・(4,5)(6,3) = (1,2)(3:,6,n)(4,5)｡
Ｇ∋((1,2)(3,6,ｎ)(4,5))2＝(3,ｎ,6)　　　j
今, n>9としたので　　　　　　　　　　　　　　ト
　　　　　　Ｇ∋(3,n-3,n)・(3,n,6) = {6,n-3,n)……I
　　　　　　G∋(6,n-3,n)・(3,n-3,n) = (3,n)(6,n-3)
　　　　　　Ｇ∋(l,2)(3,n)･･(3,n)(6,n-3) = (･1,2)で6,n-3･)……:･j…　………:　し　‥‥‥　　　‥
これにより, G = G(n;3,n)はG(n;6,n-3)を含むことになるが, G(n;6,n-3)干Anが既に示されて
いるので. G=Anを得る.　　　　　　　　　　　　　　　　‥‥‥　‥‥j
　最後に, G(9;3,9)が残されたが，この場合は，以下め=よう9にﾄÅ9………4･こ一致することを確かめるこ
とができる. (l,2)(3,9)eGだから, (3,6)(4,5),(6,9)(7,8)eﾚ,Gでjあ‥る．従って，J
G∋(1,2)(3,9)・(6,9)(7,8)・(3,6)(4,5)・(6.9)(7,8) = (1,2)(4,5)である．これにより，
G = G(9;3,9)はG(9:4,5)を含むこどが分かり，既に，Gｿ(9;4:↓/5)∃Ａ，を示しであるので，
Ｇ＝Ａ９が導かれる．　　　　　　　　　　　　　　犬　∧　＼………:J万万　‥‥‥‥‥ﾉ∧･　./　　■■■■　　■
(l,2){c,d)と(1,2,…,ｎ)とで生成される交代群Ａｎの部分群について
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